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ნაშრომის ზოგადი დახასიათება 
თემის აქტუალობა და გამოყენების სფერო.  პრაქტიკული ამოცანების 
მათემატიკური მოდელირება, გამოკვლევა და რიცხვითი ამოხსნა თანამედ-
როვე მათემატიკის და ინფორმაციული ტექნოლოგიების გამოყენების ერთ-
ერთ აქტუალურ სფეროს წარმოადგენს. 
ასეთი ტიპის ამოცანებს მიეკუთვნება ელექტრომაგნიტური ველის  
გავრცელების პროცესები ისეთ გარემოში, რომლის ელექტროგამტარობის 
კოეფიციენტიც არსებითად არის დამოკიდებული ტემპერატურაზე.  
აღნიშნული პროცესის, ისევე როგორც სხვა მრავალრიცხოვანი გამო-
ყენებითი ამოცანის მათემატიკური მოდელირებისას, ვღებულობთ არაწ-
რფივ კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ, ინტეგრო-დიფერენცია-
ლურ განტოლებებს და განტოლებათა სისტემებს. ძალიან ხშირად აღნიშნუ-
ლი დიფერენციალური სისტემების ძირითადი თავისებურება იმაში მდგო-
მარეობს, რომ ისინი შეიცავენ სხვადასხვა რიგის განტოლებებს, რომლებიც 
ძლიერად არიან ერთმანეთთან დაკავშირებულნი. აღნიშნული გარემოება 
ყოველი კონკრეტული სისტემისთვის განაპირობებს კვლევის ინდივიდუ-
ალურად მისადაგებული მეთოდების გამოყენებას, რადგან ზოგადი თეორია 
ამგვარი წრფივი სისტემებისთვისაც კი ჯერ კიდევ არასრულადაა განვითა-
რებული. ხშირად გამოსაკვლევი პროცესები აღიწერებიან ინტეგრო-დიფე-
რენციალური მოდელებით. არცთუ იშვიათად გამოკვლევისათვის მოსახერ-
ხებელია პროცესის მათემატიკური აღწერისას მიღებული დიფერენციალუ-
რი მოდელების ინტეგრო-დიფერენციალურზე რედუცირება და პროცესის 
მათი საშუალებით შესწავლა. ბუნებრივად დგება მსგავსი ამოცანების მიახ-
ლოებითი ამოხსნის აუცილებლობის საკითხიც, რაც თავის მხრივ არანაკლე-
ბი სირთულეების დაძლევასთან არის დაკავშირებული. გამოკვლევისთვის 
საჭირო და მოსახერხებელი ყოველი მეთოდის თავისებურება ძირითადად 
ვლინდება შესაბამისი ამოცანების და მათი დისკრეტული ანალოგებისთვის 




ზემოთ თქმულიდან გამომდინარე, დიფუზიის ასეთი ამოცანების მა-
თემატიკური მოდელირება მეტად აქტუალურია და ამ კუთხით  დიფერენ-
ციალურ მოდელებთან ერთად არანაკლები  მნიშვნელობისაა ინტეგრო-დი-
ფერენციალური განტოლებები და სისტემები.  
აღსანიშნავია, რომ რამოდენიმე ათეული წელია რაც ელექტრომაგნი-
ტური ველის გარემოში დიფუზიის პროცესის აღმწერი და მაქსველის ცნო-
ბილ არაწრფივ კერძოწარმოებულებიან სისტემაზე დაფუძნებული პარაბო-
ლური ტიპის ინტეგრო-დიფერენციალურ მოდელებზე რედუცირებული 
სტრუქტურების შესწავლაც საკმაოდ ინტენსიურად მიმდინარეობს. მათ  გა-
მოკვლევას და რიცხვით ამოხსნას არსებითი მნიშვნელობა ენიჭება. პირვე-
ლად ზემოთაღნიშნული მოდელი 1983 წელს დაფიქსირდა დ.გორდეზიანის, 
თ.ჯანგველაძის და თ.ყორშიას ნაშრომში (Gordeziani D.G., Dzhangveladze 
T.A., Korshia T.K. Existence and Uniqueness of the Solution of a Class of Nonli-
near Parabolic Problems. Differ. Uravn, 1983, 19, 7, p. 1197-1207 (Russian). En-
glish translation: Differ. Equ., 1984, V. 19, 7, p. 887-895). შემდეგ 1990 წელს 
გ.ლაპტევის მიერ იგივე დიფუზიური პროცესის შესწავლისას მოხდა მისი 
განზოგადება და წარმოიშვა კვლავ პარაბოლური ტიპის ინტეგრო-დიფერენ-
ციალური ე.წ. გასაშუალებული მოდელი.  
ამ მოდელების გამოკვლევას და მიახლოებით ამოხსნას მრავალი სა-
მეცნიერო ნაშრომი მიეძღვნა როგორც საქართველოში ასევე უცხოეთში და 
მათ ახლა სულ უფრო და უფრო ინტენსიურად იკვლევენ. ამ მიმართულე-
ბით საკმაოდ ვრცელი და შედარებით სრულყოფილი ლიტერატურული ცი-
ტირებები მოცემულია ახლახანს გამოცემულ მონოგრაფიაში Temur Jangvela-
dze, Zurab Kiguradze, Beny Neta. Numerical Solutions of Three Classes of Nonlinear 
Parabolic Integro-Differential Equations. Elsevier. Academic Press, 2015, 254 p. 
შესასწავლი მოდელების სირთულე განაპირობებს მათი კომპლექსუ-
რად კვლევის აუცილებლობას. კერძოდ, როგორც თეორიული ასევე გამოთ-
ვლითი მათემატიკის საშუალებების ფართო გამოყენებას. ბუნებრივია, რომ 
მნიშვნელოვანი როლი აქ უნდა ითამაშოს რიცხვითმა ექსპერიმენტმა.  
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სადისერტაციო ნაშრომში ჩატარებულია მათემატიკური გამოკვლე-
ვები არაწრფივი კერძოწარმოებულებიანი და ინტეგრო-დიფერენციალური 
განტოლებათა ზოგიერთი დიფუზიური მოდელისათვის. ამოცანაში შემავა-
ლი ყველა პარამეტრისთვის, კერძოდ, არაწრფივობის მახასიათებლების-
თვის, როგორც უწყვეტი ასევე დისკრეტული ანალოგების სრულყოფილი 
თეორიული შესწავლა ფაქტიურად შეუძლებელია. მიუხედავად ამისა, სა-
დისერტაციო ნაშრომში მნიშვნელოვანი ადგილი ეთმობა მსგავსი სახის 
თეორიულ გამოკვლევებს, რომელთა შედეგებიც დადასტურებულია ჩატა-
რებული მრავალი რიცხვითი გამოთვლით. ამ შემთხვევებისთვის შემუშავე-
ბული რიცხვითი გამოთვლების ალგორითმების ეფექტურმა გამოყენებამ 
საშუალება მოგვცა ჩაგვეტარებინა რიცხვითი ექსპერიმენტები პარამეტრე-
ბის სხვა მნიშვნელობებისთვისაც, რაც თავის მხრივ მნიშვნელოვნად 
აიოლებს შესასწავლი პროცესის პრაქტიკული შინაარსის გააზრებას. 
ზემოთ უკვე აღინიშნა, რომ მრავალი მეტად საინტერესო და მნიშვნე-
ლოვანი პროცესის მათემატიკური აღწერა ხორციელდება ინტეგრო-დიფე-
რენციალური განტოლებებით და მათი სისტემებით. განტოლებები, რომლე-
ბიც საძიებელ ფუნქციებთან ერთად შეიცავენ ინტეგრალებს ამ ფუნქციები-
დან და მათი წარმოებულებიდან, ფაქტიურად წარმოიშვნენ ლოკალურ კერ-
ძოწარმოებულებიან განტოლებებთან ერთად. მიუხედავად ამისა, აღნიშნუ-
ლი განტოლებების გამოკვლევა დაიწყო შედარებით გვიან.  
სხვადასხვა სახის არაწრფივი ინტეგრო-დიფერენცილური განტოლე-
ბები შეისწავლება მრავალ სამეცნიერო ნაშრომში. დისერტაციაში განხილუ-
ლი ელექტრომაგნიტური ველის დიფუზიის პროცესების აღმწერი ინტეგ-
რო-დიფერენციალური მოდელი და მსგავსი მოდელები წარმოიშვნენ ერთის 
მხრივ რეალური დიფუზიური პროცესების აღწერისას, ხოლო მეორეს მხრივ 
– არაწრფივი პარაბოლური ტიპის ცნობილი განტოლებების განზოგადები-
სას, რომელთა შესწავლას ეძღვნება მრავალი სამეცნიერო ნაშრომი. ამ გან-
ტოლებების და განტოლებათა სისტემების დამახასიათებელი თავისებურე-
ბა მდგომარეობს იმაში, რომ მაღალი რიგის წარმოებულებთან გვხვდება 
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არაწრფივი კოეფიციენტები, რომლებიც დამოკიდებულია სივრცითი და 
დროითი ცვლადების მიმართ საძიებელი ფუნქციებისა და მათი წარმოებუ-
ლებიდან აღებულ ინტეგრალებზე. 
დიფუზიის მრავალი პროცესის აღმწერი არაწრფივი დიფერენცია-
ლური და ინტეგრო-დიფერენციალური განტოლებები და განტოლებათა 
სისტემები იყო და კვლავაც არის მრავალი მეცნიერის კვლევის ობიექტი. ამ 
სისტემების შესაბამისი საწყის-სასაზღვრო ამოცანების ამონახსნების თვი-
სობრივი და სტრუქტურული მახასიათებლების დადგენა, დისკრეტული 
ანალოგების აგება, გამოკვლევა და რიცხვითი ალგორითმების შესწავლა 
წარმოადგენს თანამედროვე გამოთვლითი მათემატიკის მეტად აქტუალურ 
და სწრაფად განვითარებად ნაწილს. 
           სამუშაოს მიზანი, კვლევის ობიექტი და მეთოდები, ძირითადი შედე-
გები და მეცნიერული სიახლე. დისერტაციის ძირითად მიზანს წარმოად-
გენს ზემოთ დაფიქსირებული ელექტრომაგნიტური ველის დიფუზიის 
პროცესების აღმწერი არაწრფივი კერძოწარმოებულებიანი დიფერენციალუ-
რი და ასევე ძირითადად შესაბამისი ინტეგრო-დიფერენციალური განტო-
ლებათა სისტემების ზოგიერთი თვისების შესწავლა, შესაბამისი დისკრე-
ტული ანალოგების აგება და გამოკვლევა, სარეალიზაციო ალგორითმების 
შედგენა, პროგრამული უზრუნველყოფა და რიცხვითი ამოხსნა. 
სხვადასხვა ბუნების დიფუზიური ამოცანების მოდელირება და მა-
თემატიკური ასპექტები, რომლებიც დაკავშირებულია საწყის-სასაზღვრო 
ამოცანების ამონახსნის მდგრადობის, არსებობის, ერთადერთობის თეორე-
მებთან და ასიმპტოტური ყოფაქცევის საკითხებთან შესწავლილია მრავალ 
სამეცნიერო ნაშრომში. 
დისერტაციაში შესწავლილია: საწყის-სასაზღვრო ამოცანების ამონახ-
სნების ერთადერთობის, წრფივი და გლობალური მდგრადობის, დროითი 
ცვლადის უსასრულოდ ზრდისას ასიმპტოტური ყოფაქცევის, ნახევრად-




კვლევისათვის მეტად საინტერესო ზემოთ აღნიშნული მოდელების 
სირთულე განაპირობებდა არაწრფივი ანალიზისა და მიახლოებითი ანალი-
ზის თანამედროვე მეთოდების არსებით გამოყენებას. რეალური გამოყენე-
ბითი ამოცანების შესწავლა თანამედროვე კომპიუტერების გარეშე წარ-
მოუდგენელია. ამდენად, არაწრფივი ამოცანების ამოხსნის მეთოდების გან-
ვითარება და მათ ბაზაზე სხვადასხვა გამოყენებითი ამოცანის მოდელირე-
ბისთვის გამოთვლითი ექსპერიმენტების აუცილებლობაც სავსებით  ნათე-
ლია.  
სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი შედეგები სწორედ არაწრფი-
ვობის ახალი შემთხვევებისთვის უწყვეტი დიფერენციალური და ინტეგრო-
დიფერენციალური მოდელებისთვის საწყის-სასაზღვრო ამოცანების ამო-
ნახსნების ერთადერთობის, წრფივი და გლობალური ასიმპტოტური ყოფაქ-
ცევის შესწავლას ეძღვნება. შესამამისი დისკრეტული ანალოგების აგება-ანა-
ლიზი და რიცხვითი ამონახსნების აგება-გააზრებაც დისერტაციის მთავარ 
სიახლეს წარმოადგენს.  
ნაშრომის აპრობაცია. დისერტაციაში გადმოცემული შედეგები მოხ-
სენებული იყო საქართველოს ტექნიკური უნივერსიტეტის მათემატიკის 
დეპარტამენტის სემინარებზე. ამასთანავე, აღნიშნული შედეგები ასახულია 
ავტორის პუბლიკაციებში და მოხსენებულ იქნა როგორც ადგილობრივ, ასე-
ვე საერთაშორისო კონფერენციებზე, რომელთა ნუსხაც თან ერთვის ავტო-
რეფერატს. გარდა ამისა, სადოქტორო პროგრამის გეგმის შესაბამისად დი-
სერტაციის ძირითადი შედეგების შესახებ მომზადდა და ჩატარდა თემატუ-
რი კოლოკვიუმები და სემინარები. 
ნაშრომის მოცულობა და სტრუქტურა. დისერტაცია მოიცავს 
რეზიუმეს (ქართულ და ინგლისურ ენაზე), შესავალს, სამ თავს, თოთხმეტ 
პარაგრაფს, დასკვნას, დანართს და გამოყენებული ლიტერატურის ნუსხას, 
რომელიც შედგება ასოცდაათი დასახელების სამეცნიერო ნაშრომისაგან. 
დისერტაცია მოიცავს 127  ნაბეჭდ გვერდს. 





თავი I. ელექტრომაგნიტური ველის გარემოში გავრცელების   
კერძოწარმოებულებიანი და ინტეგრო-დიფერენციალური არაწრფივი 
მოდელების შესახებ 
პირველ თავში, რომელიც შედგება ხუთი პარაგრაფისაგან,  განიხი-
ლება ელექტრომაგნიტური ველის გავრცელების პროცესის მათემატიკური 
მოდელირება ისეთ გარემოში, რომლის ელექტროგამტარობის კოეფიციენ-
ტიც დამოკიდებულია ტემპერატურაზე. მაქსველის არაწრფივ კერძოწარ-
მოებულებიან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემაზე დაყრდნობით 
მოყვანილია დიფუზიის ზოგადი ამოცანის დასმა. ერთგანზომილებიანი 
შემთხვევისათვის განხილულია ამოცანის ზოგიერთი მათემატიკური თავი-
სებურება. მოყვანილია  ერთი დიფუზიური მოდელის ამონახსნის ასიმპტო-
ტური ყოფაქცევა დროითი ცვლადის უსასრულოდ ზრდისას. აგებული და 
გამოკვლეულია საწყის-სასაზღვრო ამოცანების შესაბამისი ნახევრად-დის-
კრეტული და დისკრეტული ანალოგები. მოცემულია არაწრფივი რიცხვითი 
განტოლებათა შესაბამისი სისტემების ამოხსნის ალგორითმები და ჩატარე-
ბული რიცხვითი ექსპერიმენტების შედეგები და ანალიზი. მოყვანილია 
გრაფიკული ილუსტრაციები.  
პირველ ორ პარაგრაფში მაქსველის დიფერენციალურ განტოლებათა 
სისტემის საფუძველზე მოცემულია დიფუზიის ზოგადი ამოცანის დასმა. 
ამავე პარაგრაფებში განხილულია მათი ზოგიერთი მათემატიკური თავისე-
ბურება. აქვე მოყვანილია ამ ამოცანის რედუქცია ინტეგრო-დიფერენცია-
ლურ სახემდე.  
დავუშვათ, ელექტრომაგნიტური ველი ვრცელდება ისეთ გარემოში, 
რომლის ელექტროგამტარობის კოეფიციენტი დამოკიდებულია ტემპერა-
ტურაზე. კარგად არის ცნობილი, რომ  კვაზისტაციონარულ მიახლოებაში 







სადაც  –  მაგნიტური ველის დაძაბულობის ვექტორია,   – 
ტემპერატურა,  და  – ახასიათებენ შესაბამისად გარემოს სითბოტევადო-
ბას და ელექტროგამტარობას. (1) განტოლებით აღიწერება მაგნიტური ვე-
ლის გავრცელება გარემოში, (2) განტოლებით კი ტემპერატურის ცვლილება 
ჯოულის სითბოგამოყოფის ხარჯზე.  
თუ  და , მაშინ (2) განტოლების დროითი ცვლა-
დით ინტეგრებისა და (1) სისტემაში ჩასმის შედეგად მივიღებთ 
 
(3) 
 სადაც  კოეფიციენტი განისაზღვრება  და  ფუნქციების საშუალე-
ბით. 
აღნიშნული (3) ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელი რთულია და 
მისი გამოკვლევა ჯერჯერობით მხოლოდ კერძო კლასებისთვის ხერხდება. 
(3) ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელის სხვადასხვა ვარიანტები განხი-
ლულია მრავალ სამეცნიერო ნაშრომში. 
ამავე თავის მესამე პარაგრაფში მოყვანილია არაწრფივი კერძოწარ-
მოებულებიანი დიფუზიური ამოცანისთვის ამონახსნის ასიმპტოტური ყო-
ფაქცევა დროითი ცვლადის უსასრულოდ ზრდისას. კერძოდ, განხილულია 
საკმაოდ ზოგადი ხარისხოვანი სახის არაწრფივი მოდელის სტაციონალური 
ამონახსნის წრფივად მდგრადობის და ერთი კონკრეტული არაწრფივობისა 
და შერეული სასაზღვრო პირობებიანი ამოცანის ამონახსნის გლობალურად 
მდგრადობის საკითხები. მეოთხე პარაგრაფში ამ მოდელებისათვის აგებუ-
ლია სასრულ-სხვაობიანი სქემები და შესაბამისი არაწრფივი რიცხვითი 
განტოლებათა სისტემების იტერაციული ალგორითმები.  
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მეხუთე პარაგრაფი ეძღვნება სხვადასხვა მონაცემებისათვის ჩატარე-
ბული კომპიუტერული გამოთვლებით მიღებული რიცხვითი ექსპერიმენ-
ტების შედეგების გრაფიკულ ილუსტრაციებს და ანალიზს. 
თეორიული გამოკვლევის დასაბუთებისა და შესაბამისი პრაქტიკუ-
ლი გათვლების თვალსაზრისით არსებითი ყურადღება ეთმობა შემდეგი 
საწყის-სასაზღვრო ამოცანისათვის სასრულ-სხვაობიანი სქემის აგება-გამოკ-






   
  













   0, 1, 0,U t V t      0,0 ,U x U x   
   0 0,0 .V x V x Const     
(4) ამოცანისათვის აგებული და გამოკვლეულია შემდეგი სამშრიანი 
სასრულ-სხვაობიანი სქემა: 
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   0, 1, 0,u t u t   ,ht      (5) 




u x t U x V U
     








v x t V x V U
 
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(1 ) ;w w w

     ,   არის პარამეტრები და გამოყენებულია   
გავრცელებული აღნიშვნები. 
დამტკიცებულია შემდეგი დებულების სამართლიანობა. 
თეორემა 1.5.  თუ 1 1p   და 0.5 0,     მაშინ (4)  ამოცანის 
საკმაოდ გლუვი ამონახსნისათვის, (5)  სქემის  ამონახსნი  კრებადია (4)  ამო-
ცანის  ამონახსნისაკენ     2 2 0.5O h        რიგით. 
პირველი თავის მეხუთე პარაგრაფში მოცემულია ამ თავში აგებული 
მიახლოებითი ამოხსნის ალგორითმებით ჩატარებული რიცხვითი ექსპერი-
მენტების გრაფიკული ილუსტრაციები. 
 
თავი II. არაგასაშუალებული ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელების 
ამონახსნების ასიმპტოტური ყოფაქცევა და რიცხვითი ამოხსნა 
 
მეორე თავში, რომელიც შედგება ხუთი პარაგრაფისაგან, გამოკვლე-
ულია პირველ თავში მოყვანილი პარაბოლური ტიპის არაწრფივი არაგასა-
შუალებული ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელის  ზოგიერთი ვარიან-
ტისთვის ამონახსნთა ასიმპტოტური ყოფაქცევა დროითი ცვლადის უსას-
რულოდ ზრდისას. აგებულია შესაბამისი ნახევრად-დისკრეტული და დის-
კრეტული ანალოგები და მათი იტერაციული მეთოდით ამოხსნის ალ-
გორითმები. მოცემულია ტესტურ ამოცანებზე ჩატარებული რიცხვითი ექ-
სპერიმენტებით მიღებული შედეგების შესაბამისი გრაფიკული ილუსტრა-
ციები და ანალიზი.  







qU U V U
a d U U
t x x x x


          
                      








qV U V V
a d V V
t x x x x


          
                      
  
და მისთვის დასმულია შემდეგი საწყის-სასაზღვრო ამოცანა: 
       1 20, 0, 0 , 1, , 1, , 0U t V t U t V t t      , (7) 
       0 0,0 , ,0 , ,U x U x V x V x x     
სადაც 1 20, 0,Const Const      ხოლო 0 0, ,a U V  თავიანთი არგუმენტე-
ბის მოცემული ფუნქციებია. შევნიშნოთ, რომ როცა 2 2
1 2 0,    მაშინ გვაქვს 
საწყის-სასაზღვრო ამოცანა საზღვრის ერთ ნაწილზე მაინც არაერთგვაროვა-
ნი სასაზღვრო პირობებით. წინააღმდეგ შემთხვევაში კი საქმე გვაქვს ერთ-
გვაროვან სასაზღვრო პირობებიან ამოცანასთან. 
 შესწავლილია (6), (7) ამოცანის ამონახსნის ერთადერთობის საკითხი.  
თეორემა 2.1. თუ    1 ,
p
a S S   0 1,p   2q   და (6), (7)  ამოცანას 
გააჩნია ამონახსნი, მაშინ ის ერთადერთია. 
მეორე პარაგრაფში გამოკვლეულია ამონახსნის ასიმპტოტური ყოფაქ-







a d U U
t x x x


      
             
      (8) 
   0, 1, 0,U t U t   
   0,0 ,U x U x  
    (9) 
სადაც  0 0U U x   არის  მოცემული  ფუნქცია. 
             თეორემა 2.2.  თუ   0 0,a S a Const     0 2 0,1 ,U L  ხოლო 2,q    




  0, .a tU x t Ce  
თეორემა 2.2-ში და ქვემოთაც, თუ სხვა კომენტარი არ არის გაკეთებუ-
ლი,    აღნიშნავს  
2
0,1L   სივრცის  ნორმას, ხოლო  C  კი დადებითი მუდ-
მივია, რომელიც აქ და შემდეგშიც, როცა საკითხი ეხება ამონახსნების ასიმ-
პტოტურ ყოფაქცევას, არ არის დამოკიდებული დროით  ცვლადზე. 
აქვე, პარაგრაფ ორში არის დაფიქსირებული, რომ ამონახსნის ასიმ-
პტოტური ყოფაქცევის თეორემა 2.2-ის მსგავსი დებულება ასევე ადვილად 
მიიღება წყაროს წევრებიანი ორკომპონენტიანი (8) განტოლების ანალოგიუ-
რი სისტემისთვისაც.  
მეორე პარაგრაფში არის შესწავლილი ისეთი საწყის-სასაზღვრო ამო-
ცანის ამონახსნის ასიმპტოტური ყოფაქცევის საკითხიც  დროითი ცვლადის 
უსასრულოდ ზრდისას, როცა სასაზღვრო პირობები საზოგადოდ არა-
ერთგვაროვანია.  
გამოსაკვლევ საწყის-სასაზღვრო ამოცანას აქვს შემდეგი სახე: 
 





































       0, 0, 0 , 1, , 1, , 0,1 2U t V t U t V t t       (10) 





































,  , (11) 
1 0,Const    2 0,Const    ხოლო   ,a a S  0 0U U x  და  0 0V V x  კი 
თავიანთი არგუმენტების მოცემული ფუნქციებია. 
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ჯერ შესწავლილია შემთხვევა, როცა 2 2
1 2 0,    ანუ, როცა (0,1)  
შუალედის ერთერთ ბოლოზე მაინც სასაზღვრო პირობა არაერთგვაროვანია. 
სამართლიანია შემდეგი დებულება. 
თეორემა 2.3. თუ    pSSa  1 , 0 1,p   2 21 2 0    და 0 ,U  0V  ფუნ-
ქციები აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს:    0 0 0,0 0U V    1 ,0 1U   
 1 ,0 2V   
2
2, 0,10 0
U V W , მაშინ (10), (11) ამოცანის ამონახსნისთვის სამარ-
თლიანია შემდეგი ასიმპტოტური ფორმულები:  
 
       , ,1 1, .1 2
U x t V x tp p
O t O t
x x
 
    




შემდეგ განხილულია ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობების შემ-
თხვევა, ანუ,  როცა 1 2 0.     
შევნიშნოთ, რომ ჯერ ზოგადი არაწრფივობისათვის მიღებულია 
ერთგვაროვანი სასაზღვო პირობებიანი ამოცანის ამონახსნის ექსპონენცია-
ლური სტაბილიზაცია  2 0,1L  სივრცის ნორმის აზრით. შემდეგ უფრო კონ-
კრეტიზირებული ხარისხოვანი არაწრფივობისათვის ნაჩვენებია, რომ სტა-
ბილიზაცია არის აგრეთვე მიღწევადი  12 0,1W  სივრცის ნორმის აზრითაც. 
ასევე ნაჩვენებია ორივე კომპონენტის დროის მიმართ წარმოებულების ექ-
სპონენციალური ქრობა  2 0,1L  სივრცის ნორმით. 
კერძოდ, დამტკიცებულია შემდეგი დებულება. 
თეორემა 2.11. თუ    1 ,
p
a S S   1 20 1, 0,p       
 20 0 2, 0,1 ,U V W         0 0 0 00 0 1 1 0,U V U V     მაშინ (10), (11) ამოცანის 




U U V V
C t
x t x t
     
     




მეორე თავში საკმაოდ დიდი ყურადღება ეთმობა არაგასაშუალე-
ბული ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელებისათვის ნახევრად-დისკრე-
ტული და დისკრეტული ანალოგების აგებას და მათი მდგრადობისა და 
კრებადობის საკითხების შესწავლას.  
გარკვეული მრავალფეროვნებისთვის მესამე პარაგრაფში ჯერ განხი-









t t x x


                    
  

















    
(13) 
   0,0 ,U x U x  (14) 
სადაც 0 1p    და 2.q    
აგებულია (12)-(14) ამოცანის შესაბამისი შემდეგი ნახევრად-დისკრე-
ტული სქემა, კერძოდ, ისეთი მოდელი, როცა დისკრეტიზაცია ჩატარებუ-



















   
   
   
     
1,..., 1,i M   
(15) 
   0 0, 1, 0,xu t u t   (16) 
 0 0,0 ,iu U  0,..., .i M  (17) 
მიღებული (15)-(17) ჩვეულებრივ ინტეგრო-დიფერენციალურ გან-








xu d Cu t    (18) 
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სადაც აღნიშვნებში გამოყენებულია დისკრეტული ნორმების  გავრცელე-
ბული ანალოგები, ხოლო C  კი დადებითი მუდმივი, რომელიც არ არის 
დამოკიდებული h   სივრცული ცვლადის მიმართ ბადის ბიჯზე. 
აპრიორული შეფასება (18) უზრუნველყოფს (15)-(17) ამოცანის გლო-
ბალურ ამოხსნადობას. 
სამართლიანია შემდეგი დებულება. 
 თეორემა 2.13. თუ 0 1,p   2q   და (12)-(14) ამოცანას გააჩნია საკ-
მაოდ გლუვი ამონახსნი  , ,U U x t  მაშინ (15)-(17) ნახევრად-დისკრეტული 
სქემის ამონახსნი          1 2 1, , . . . ,Mu u t u t u t u t    კრებადია  ამოცანის 
        1 2 1, ,..., MU U t U t U t U t   ამონახსნისაკენ, როცა 0h  და სამარ-
თლიანია შემდეგი შეფასება 
    .u t U t Ch    
მეორე თავის მეოთხე პარაგრაფში ერთგვაროვანი სასაზღვრო 
პირობებიანი (10), (11) ამოცანისთვის განხილულია შემდეგი არაცხადი სხვა-
ობიანი სქემა: 
    2
1 2 2






t i i ix i x i x i
k
x




       
      
      
    2
1 2 2






t i i ix i x i x i
k
x




       
      
      





u u v v
M M







 1,2,..., ,i M  (21) 
 დამტკიცებულია შემდეგი დებულების სამართლიანობა. 
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თეორემა 2.14. თუ   1 ,a S S   2q  , 1 2 0    და  (10), (11)  
ამოცანას გააჩნია საკმაოდ გლუვი ამონახსნი  , ,U U x t   , ,V V x t  მაშინ 
(19)-(21) სასრულ-სხვაობიანი სქემის ამონახსნი  1 2 1, ,..., ,j j j jMu u u u   
 1 2 1, ,..., ,j j j jMv v v v   მიისწრაფის  1 2 1, ,..., ,j j j jMU U U U    1 2 1, ,...,j j j jMV V V V   ფუნ-
ქციებისკენ შესაბამისად, როცა 0 , 0h  და ადგილი აქვს შემდეგ 
შეფასებებს: 
                       ,j ju U C h          ,j jv V C h     1,2,..., .j N   
აქ C  აღნიშნავს დადებით მუდმივს, რომელიც არ არის დამოკიდე-
ბული განხილული არის დროის და  სივრცული ცვლადების მიმართ ბადის 
  და h  ბიჯებზე. 
აქვე არის მითითებული, რომ თეორემა 2.14-ის დამტკიცებისას 
ჩატარებულის ანალოგიური მსჯელობა ადვილად იძლევა (19)-(21) ამოცანის 
ამონახსნის ერთადერთობასაც. 
მეორე თავის მეხუთე პარაგრაფში მოცემულია ამ თავში აგებული 
მიახლოებითი ამოხსნის ალგორითმებით ჩატარებული რიცხვითი ექსპერი-
მენტების გრაფიკული ილუსტრაციები. 
 
 
თავი  III.  გასაშუალებული ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელების 
ამონახსნების ასიმპტოტური ყოფაქცევა და რიცხვითი ამოხსნა 
მესამე თავი ეძღვნება მეორე თავში შესწავლილი საკითხების ანალო-
გიურების გამოკვლევას პარაბოლური ტიპის არაწრფივი გასაშუალებული 
ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელის ზოგიერთი ვარიანტისთვის. კერ-
ძოდ, ამ თავში შესწავლილია ამონახსნთა ასიმპტოტური ყოფაქცევა დროი-
თი ცვლადის უსასრულოდ ზრდისას და აგებულია შესაბამისი ნახევრად-
დისკრეტული და დისკრეტული ანალოგები და მათი იტერაციული მეთო-
დით ამოხსნის ალგორითმები. აქაც მოცემულია ჩატარებული ექსპერიმენ-
18 
 
ტების ტესტურ ამოცანებზე მიღებული რიცხვითი შედეგების ანალიზი და 
შესაბამისი გრაფიკული ილუსტრაციები.   
ეს თავი იწყება წყაროს წევრებიანი გასაშუალებული ინტეგრო-დიფე-






tU U V U
a dxd U U
t x x x









tV U V V
a dxd V V
t x x x


                            
 
(22) 
შემდეგი საწყის-სასაზღვრო ამოცანის განხილვით: 
       0, 0, 0 , 1, , 1, , 01 2U t V t U t V t t      , (23) 
       ,0 , ,0 ,0 0U x U x V x V x x   , (24) 
სადაც 1 20, 0,Const Const      ხოლო 0 0, ,a U V  და 2.q   
შევნიშნოთ, რომ როცა 2 2
1 2 0,    მაშინ მეორე თავში განხილულის 
მსგავსად გვაქვს საწყის-სასაზღვრო ამოცანა საზღვრის ერთ ნაწილზე 
არაერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობებით. წინააღმდეგ შემთხვევაში კი 
საქმე გვაქვს ერთგვაროვან სასაზღვრო პირობებიან ამოცანასთან. 
პირველ პარაგრაფში შესწავლილია (22)-(24) საწყის-სასაზღვრო ამო-
ცანის ამონახსნის ერთადერთობა. კერძოდ, დამტკიცებულია შემდეგი დე-
ბულების სამართლიანობა. 
თეორემა 3.1. თუ    1 ,
p
a S S   0 1p   და 2,q   მაშინ (22)-(24)  
ამოცანას გააჩნია არაუმეტეს ერთი ამონახსნისა.  
           მესამე თავის მეორე პარაგრაფში შესწავლილია მარჯვენა ბოლოზე 
როგორც ნულოვანი, ასევე არანულოვანი სასაზღვრო პირობის შემთხვევის  
საწყის-სასაზღვრო ამოცანის ამონახსნის ასიმპტოტური ყოფაქცევა დროითი 
ცვლადის უსასრულოდ ზრდისას.  
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კერძოდ,    0,1 0,Q     არეში   განხილულია  შემდეგი  საწყის-სა-











  , ,x t Q  
 0, 0,W t    1, ,W t    















   
 0W x   მოცემული  ფუნქციაა და 0.Const     
          შემოღებულია აღნიშვნა 
 , ( , ) .U x t W x t x   (26) 
(26) აღნიშვნის გამოყენებით (25) დაყვანილია შემდეგი სახის საწყის-











  , ,x t Q  
(27) 
   0, 1, 0,u t u t   0,t   (28) 














   
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         თეორემა 3.2.  თუ  10 2 0,1 ,W W   მაშინ  (25)  ამოცანის  ამონახსნისთვის  








     
  
 
გასათვალისწინებელია, რომ თეორემა 3.2  გვაძლევს  (25)  ამოცანის  
ამონახსნის  ექსპონენციალურ  მდგრადობას  12 0,1W  სივრცის  ნორმის 
აზრით. ანუ მიღებულია  (27)-(29) ამოცანის ამონახსნის მდგრადობაც. 
აქვე, მეორე პარაგრაფში ასევე ნაჩვენებია, რომ  ამონახსნის  მდგრა-
დობა სამართლიანია 1C  სივრცის  ნორმის აზრითაც.   
კერძოდ, დამტკიცებულია  შემდეგი  დებულების სამართლიანობა. 
          თეორემა 3.3. თუ    4 10 2 20,1 0,1 ,W W W   მაშინ (25) ამოცანის  ამონახ-























სადაც ,const   ,const   0 1.      
მესამე პარაგრაფში (27)-(29) ამოცანისათვის აგებულია შემდეგი სას-
რულ-სხვაობიანი  სქემა: 
   
1 2 2 21 1 1 1
, , ,1 1
1 ,
j j qM j jk k j ji i
i ix i x i xx ii k
u u
h u v u u u

    
 
   
     
  
   
   
1 2 2 21 1 1 1
, , ,1 1
1 ,
j j qM j jk k j ji i
i ix i x i xx ii k
v v
h u v v v v

    
 
   
     
  
   
1,2,..., 1;i M    0,1,..., 1;j N   
(30) 
0 0 0,
j j j j




0, ,i iu U  
0
0, ,i iv V   0,1,..., .i M    (32) 




















   
1,2,..., .n N  
(33) 
      აპრიორული  შეფასებები (33) გვაძლევს (30)-(32) სქემის  მდგრადობას და 
მათი საშუალებით მიიღება სქემის ამონახსნის არსებობაც. 
       სამართლიანია შემდეგი დებულება. 
 თეორემა 3.5.  თუ (27)-(29) ამოცანას  გააჩნია  საკმაოდ  გლუვი  
ამონახსნი  , ,U U x t   , ,V V x t  მაშინ (30)-(32) სქემის ამონახსნი  
 1 2 1, ,..., ,j j j jMu u u u    1 2 1, ,..., ,j j j jMv v v v   მიისწრაფის  1 2 1, ,..., ,j j j jMU U U U   
 1 2 1, ,..., ,j j j jMV V V V   ფუნქციებისაკენ შესაბამისად, როცა 1,2,..., ,j N   0,   
0h   და ადგილი   აქვს  შემდეგ  შეფასებებს:   
  ,j j hu U C h      ,
j j
hv V C h    
1,2,..., .j N   
მესამე თავის მეოთხე პარაგრაფში მოცემულია ამ თავში აგებული 
მიახლოებითი ამოხსნის ალგორითმებით ჩატარებული რიცხვითი ექსპერი-
მენტების გრაფიკული ილუსტრაციები. 
დისერტაციის ბოლოში მოყვანილია დანართი, სადაც მოცემული და 
აღწერილია სხვადასხვა პროგრამული კოდების ერთობლიობა, რომელთა 




გამოყენებითი პროცესების აღმწერი ამოცანების გამოკვლევა, მიახ-
ლოებითი ამოხსნის ალგორითმების აგება-შესწავლა და კომპიუტერული 
რეალიზაცია წარმოადგენს თანამედროვე მათემატიკის მეტად აქტუალურ 
სფეროს.  
დიფუზიური პროცესების მათემატიკურ მოდელებს მივყავართ არას-
ტაციონარულ კერძოწარმოებულებიან დიფერენციალურ და ინტეგრო-დი-
ფერენციალურ განტოლებებზე და მათ სისტემებზე. ამ ამოცანათა უდიდესი 
ნაწილი, როგორც წესი, არაწრფივია. ამ სისტემების ძირითადი თავისებუ-
რება იმაში მდგომარეობს, რომ ისინი შეიცავენ  განტოლებებს, რომლებიც 
ძლიერად არიან ერთმანეთთან დაკავშირებულნი. აღნიშნული გარემოება 
ყოველი კონკრეტული მოდელისათვის განაპირობებს კვლევის შესაბამისი 
მეთოდების გამოყენებას, რადგან ზოგადი თეორია ამგვარი წრფივი სისტე-
მებისათვისაც კი ჯერ კიდევ არასრულადაა განვითარებული. ბუნებრივად 
დგება მსგავსი ამოცანების მიახლოებითი ამოხსნის აუცილებლობა, რაც 
კვლავ არსებით სირთულეებთან არის დაკავშირებული. 
სადისერტაციო ნაშრომი “ერთი არაწრფივი ინტეგრო-დიფერენცია-
ლური მოდელის გამოკვლევა და მიახლოებითი ამოხსნა“ ეხება ერთი ასეთი 
დიფუზიური მოდელისათვის საწყის-სასაზღვრო ამოცანათა გამოკვლევას, 
მიახლოებითი ამოხსნის ალგორითმების აგება-შესწავლას და კომპიუტე-
რულ რეალიზაციას. კერძოდ, ნაშრომი ეძღვნება ელექტრომაგნიტური ვე-
ლის დიფუზიის პროცესების აღმწერი მაქსველის სისტემაზე დაფუძნებული 
არაწრფივი დიფერენციალური და ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელე-
ბის ზოგიერთი თვისების შესწავლას.  
ნაშრომში განსაკუთრებული ყურადღება ექცევა პარაბოლური ტიპის 
ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელების გამოკვლევისა და მიახლოებითი 
ამოხსნის საკითხებს.  
ინტეგრო-დიფერენციალურ სახეზე მაქსველის არაწრფივი სისტემის 
რედუქცია პირველად 1983 წელს განხორციელდა დ.გორდეზიანის, თ.ჯან-
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გველაძის და თ.ყორშიას ნაშრომში, რასაც შედეგად მოყვა მრავალი გამოხ-
მაურება და სამეცნიერო პუბლიკაციები, როგორც საქართველოში, ასევე უც-
ხოეთში. ამ ნაშრომზე დაყრდნობით გენადი ლაპტევმა 1990 წელს თავის სა-
დოქტორო დისერტაციაში მოიყვანა ამ მოდელის ე.წ. გასაშუალებული ვა-
რიანტი. რომელმაც ასევე მრავალი მეცნიერის ყურადღება მიიქცია. აღსანიშ-
ნავია, რომ ასეთი მოდელის გამოკვლევა პირველად თ. ჯანგველაძის ნაშ-
რომში განხორციელდა.  
დისერტაცია ძირითადად ამ სახის ინტეგრო-დიფერენციალური მო-
დელებისათვის დასმული სხვადასხვა ტიპის საწყის-სასაზღვრო ამოცანების 
ამონახსნთა ერთადერთობის, ასიმპტოტური ყოფაქცევის, ნახევრად-დის-
კრეტული და დისკრეტული ანალოგების აგება-შესწავლას და მიახლოები-
თი ამონახსნების მოძებნას ეხება.    
ნაშრომში მოყვანილია ერთგანზომილებიანი არაწრფივი კერძოწარ-
მოებულებიანი დიფერენციალური განტოლებათა ერთი სისტემის სტაციო-
ნარული ამონახსნის წრფივად მდგრადობისა და ჰოფის ბიფურკაციის შე-
საძლებლობების რიცხვითი ექსპერიმენტებით მოდელირება. ასევე რიცხვი-
თი ექსპერიმენტებითაა დადასტურებული ადრე სხვა ავტორების მიერ 
თეორიული გამოკვლევებით ნაჩვენები ერთი საწყის-სასაზღვრო ამოცა-
ნისათვის ამონახსნის გლობალურად მდგრადობა. აგებულია შესაბამისი 
სასრულ-სხვაობიანი სქემები და რიცხვითი ამოხსნის ალგორითმები. მათზე 
დაყრდნობით ჩატარებულია კომპიუტერული ექსპერიმენტები და მოყვანი-
ლია რიცხვითი გათვლების გრაფიკული ილუსტრაციები. 
გამოკვლეულია პარაბოლური ტიპის არაწრფივი ინტეგრო-დიფერენ-
ციალური მოდელების ამონახსნთა ასიმპტოტური ყოფაქცევა დროითი 
ცვლადის უსასრულოდ ზრდისას. აგებულია შესაბამისი ნახევრად-დისკრე-
ტული და დისკრეტული ანალოგები. აგებული სასრულ-სხვაობიანი სქემე-
ბისთვის მოყვანილია მათი იტერაციული მეთოდებით ამოხსნის ალგორით-
მები. მოცემულია ჩატარებული რიცხვითი ექსპერიმენტების ტესტური ამო-
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ცანებისათვის მიღებული რიცხვითი შედეგების გრაფიკული ილუსტრა-
ციები.  
აღსანიშნავია სადისერტაციო ნაშრომის დანართიც, სადაც  განხილუ-
ლი ალგორითმების რეალიზაციისთვის ავტორისეული პროგრამული პაკე-
ტებია მოყვანილი და აღწერილი.  
დისერტაციაში შესწავლილი მოდელების სირთულე განაპირობებდა 
როგორც თეორიული, ასევე გამოთვლითი მათემატიკის საშუალებების ფარ-
თო გამოყენებას.  სადისერტაციო ნაშრომში მნიშვნელოვანი ადგილი ეთმო-
ბა როგორც უწყვეტი ამოცანების გამოკვლევას, ასევე რიცხვითი ანალოგების 
აგებას და შესწავლას, რომელთა შედეგებიც დადასტურებულია ჩატარე-
ბული მრავალი რიცხვითი გათვლებით და მათი ანალიზით. ნაშრომი ასევე 
მდიდარია გრაფიკული ილუსტრაციებით. 
           სადისერტაციო ნაშრომში მიღებული ძირითადი შედეგები შეიძლება 
ასე ჩამოყალიბდეს: 
 მაქსველის ერთგანზომილებიანი სისტემის საწყის-სასაზღვრო ამოცა-
ნების სტაციონარული ამონახსნების წრფივი და გლობალური 
მდგრადობა;  
 ჰოფის ბიფურკაციული პროცესის დაფიქსირება და კომპიუტერული 
მოდელირება; 
 ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელების ამონახსნების ასიმპტოტუ-
რი ყოფაქცევის გამოკვლევა დროითი ცვლადის უსასრულოდ 
ზრდისას; 
 ინტეგრო-დიფერენციალური მოდელებისათვის დასმული ამოცანე-
ბის შესაბამისი ნახევრად-დისკრეტული და დისკრეტული ანალო-
Sგების აგება და გამოკვლევა; 
 კომპიუტერზე რიცხვითი რეალიზაციის ალგორითმების აგება-გა-
მოკვლევა. შესაბამისი პროგრამული უზრუნველყოფა და  რიც-
ხვითი ექსპერიმენტების შედეგების ანალიზი შესაბამისი გრაფიკუ-
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The dissertation work performed by Maia Aptsiauri “Investigation and 
Approximate Solution of One Nonlinear Integro-Differential Model” is dedicated 
to study of some properties of nonlinear differential and integro-differential 
models, which are based on Maxwell system describing diffusion process of 
electromagnetic field. 
In the work the main attention is paid to investigation and numerical 
solution of parabolic type integro-differential models. In particular, the following 
issues are studied: uniqueness theorems of initial-boundary value problems; large 
time behavior of solutions; construction and investigation of semi-discrete and 
discrete analogs; realization algorithms and corresponding software; results of 
numerical experiments and appropriate graphical illustrations. Thus, we believe 
that in this respect the obtained results with their scientific values and practical 
applications point of view, is undoubtedly important. 
In the beginning of the dissertation work the nonlinear partial differential 
models and its integro-differential analogs based on Maxwell system, describing 
process of electromagnetic field propagation into a substance is described. 
At first reduction to the integro-differential form was made in 1983 by 
David Gordeziali, Temur Jangveladze and Tengiz Korshiya. Many scientific works 
were followed after that work in Georgia as well as abroad. Based on that work, in 
1990 Russian Mathematician Genady Laptev proposed the so called average model 
of the considered model in his doctoral dissertation. He noted that it is not possible 
to apply the results obtained by the generalization of the theory of monotonic 
operator, which he applied for his previous models, for the mentioned averaged 
model. Therefore, he concluded that the average model was the subject of a 
separate study. 
A study in the dissertation shows that the focus here, in a sense, is 
proceeding likewise as given there, and this has led to the construction of the 
words in the title of the thesis "of the nonlinear integro-differential". 
The linear stability and possibility of Hopf bifurcation with justification for 
stationary solution of one-dimensional differential system is studied in the work. 
The global stability of one initial-boundary value problem is also investigated. The 
corresponding finite difference scheme and numerical algorithms are constructed. 
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Based on those schemes and algorithms the computer experiments are carried out. 
And appropriate graphical illustrations are given. Asymptotic behavior of solutions 
of parabolic type nonlinear integro-differential models is investigated. Relevant 
semi-discrete and discrete analogs and iterative algorithms for their solution are 
constructed. The graphical illustrations for test examples are given.   
One must note the appendix of the dissertation where author’s realization 
program codes for considered algorithms are given. 
The complexity of the studied models required application of theoretical 
researches as well as methods of computational mathematics. Dissertation focuses 
on investigation of continuous problems as well as study and construction of 
numerical analogs, results of which is confirmed by carried out various numerical 
calculations and their analysis. The presented work is also rich by graphical 
illustrations. 
 
